1. Elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole je ¢asové a prostorové zavislé vektorové pole. Jeho
chovani lze popsat zndmymi Maxwellovymi rovnicemi
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kde E,H ,D ,B jsou postupné vektory intenzity elektrického a magnetického pole a

vektory elektrické a magnetické indukce, J a p je vektor proudové hustoty a
(objemova) hustota elektrického ndboje. Jejich fyzikalni jednotky jsou postupné V/m,
A/m, C/m? T, A/m* a C/m? . Aplikaci operatoru divergence na druhou Maxwellovu
rovnici ziskame po dosazeni z rovnice pro divergenci D rovnici kontinuity (zachovani
naboje):
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Mezi vektory intenzity pole a vektory elektrické a magnetické indukce plati obecné
pomeérné slozité ,,materidlové” vztahy. Omezime-li se zpocatku na linearni nedisperzni
nechirdlni prostfedi (n€které z téchto pojml budou objasnény déle), vztahy mezi
vektory pole miizeme zapsat ve tvaru

D=¢E, B=uH, 3)
kde € = ¢,e, je tenzor elektrické permitivity prostfedi, p = s, je tenzor magnetické

permeability prostiedi, gy = 8.854187817 x 1072 F/mje permitivita a

o = 4m % 10~"H/m permeabilita vakua, a €,, I, Jsou (bezrozmérné) tenzory relativni

permitivity a permeability prostiedi.

Materidlové vztahy (3) snizuji pocet nezdvisle proménnych veli¢in v
elektromagnetickém poli na 6 slozek, napt. vektorit E aH . Ty jsou vsak spolu dale
svazany rovnicemi (1). Ponévadz za zdroje elektromagnetického pole 1ze obecné
povazovat proudovou hustotu J  a hustotu naboje p, coz jsou ¢tyfi nezavislé (skalarni)
funkce, lze oCekavat, ze obecné elektromagnetické pole je mozno popsat Ctveftici
nezavislych funkci. Takovou ¢tverici predstavuje napt. vektorovy a skaldarni potencial.
Ctvrtou z Maxwellovych rovnic (1) bude automaticky splnéna, zavedeme-li vektorovy
potencial A vztahem

B =VxA . 4)
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Prvou Maxwellovu rovnici pak mizeme piepsat do tvaruV x |E +E =0.

Tato rovnice bude rovnéz identicky splnéna, bude-li se zdvorka rovnat gradientu néjaké
skalarni funkce. Proto se zavadi skaldrni potencial ¢ tak, ze plati
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Ponévadz proudova hustota a hustota naboje jako zdroje elektromagnetického pole
jsou spolu vzajemn¢ svazany rovnici kontinuity (2), mizeme pozadovat, aby skalarni a
vektorovy potencial byly spolu rovnéZ vazany urcitou (skalarni) podminkou.
Predpokladejme, ze prostiedi je izotropni a nedisperzni, tj. permitivita ¢ a permeabilita
1 jsou skalarni funkce, které nezaviseji na ¢ase. Upravme vyraz
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tim, Ze zavedeme mezi skalarnim a vektorovym potencidlem vztah, tzv. Lorentzovu
kalibracni podminku

Jejim dosazenim do vztahu (6) ziskdme pro vektorovy potencial Helmholtzovu vinovou
rovnici
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Dosazenim vyrazu (5) pro E do tfeti Maxwellovy rovnice (1) dostaneme s pouZzitim
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coz je Helmholtzova vinova rovnice pro skalarni potencial.

Casové harmonicky proménné pole

V dalsi ¢asti se budeme az na vyjimky zabyvat elektromagnetickym polem, které
ma harmonickou ¢asovou zdvislost. To znamend, Ze vSechny veli¢iny maji ¢asovou

zavislost v obecném tvaru f(r,t) = f,(r)cos (wt — 9) . Pro takové zavislosti je vyhodné



pracovat s komplexni symbolikou: misto realné funkce f(r,t) zavedeme komplexni
amplitudu (fazor) F(r)vztahem
F @ = fy(r)exp(if); (10)

kde i je imaginarni jednotka. Pak ziejmé plati

f(r,t) = Re {F(r)exp (—iwt)}. (11)
(Stejné dobtfe mizeme zavést komplexni amplitudu vztahem F(r) = f;(r)exp(—36);
puvodni funkce je pak dana vztahem f(r,t) = Re {F(r) exp( jwt)} . Pro rozliseni jsme

zde pouzili pro imaginarni jednotku oznaceni j. V literatute se pouziva oboji pristup, je
proto tfeba si vzdy uvédomit, kterou z konvenci autor pouzivd. Zhruba lze fici, ze

symbolika zalozena na Casové zavislosti exp ( jwt) se pouziva pievazné v elektronice

a elektrotechnice, ve fyzikdlni literatufe pievazuje pouzivani zavislosti exp(—iwt).

Casto se vak lze setkat s vyjimkami.)
Vyhoda komplexni symboliky spo¢iva v tom, Ze komplexni amplituda jiz v sob&
podle (10) nese informaci o fazi. Navic pro ¢asovou derivaci plati
0

%f(r, t) = ERG {F r) exp(—iwt)} = Re{—in(r)eXp (—iwt)}; (12)

Casova derivace se tedy projevi prostym vyndsobenim komplexni amplitudy faktorem
—W .

Pro vektory elektromagnetického pole v komplexni symbolice budeme pouZzivat
znaceni stojatym tucnym pismem podle néasledujicich vztaht:

E(r,t) = Re{E(r) exp(—iwt)} = [E¢(r)| cos (wt — b), E(r) = |E(r)|exp[if(r)]
H (r,t) = Re{H(r)exp(—iwt)} = |Hy(r)| cos(wt — 0 ), H(r) =|H(r)| exp[ify(r)]
(13)

Je tfeba si vSak uvédomit, ze komplexni symboliku miizeme pouzivat bez
zvlastnich opatfeni pouze pro linedrni systémy a ve vyrazech linedrné zavislych na
veli¢inach pole. Toto ,,zvlastni opatfeni” vyzaduje napt. vyraz pro vykonovy tok v
elektromagnetickém poli (Poyntingliv vektor)S =E xH . Pro casovou stredni
hodnotu Poyntingova vektoru v poli s ¢asov€ harmonickym pribéhem ziejmé plati

S=8 = %LZE xH dt =E, XHo%icos(wt —HE)cos(wt - 0H>dt

(14)
= %EO xH, cos(@E —9H> = %RG{EXH*} _ %Re{E* xH}

kde E,,H, jsou amplitudy, E = Ejexp(if;), H=H,exp(if;)jsou komplexni

amplitudy vektorl pole, a hvézdicka oznacuje komplexni sdruzeni.

Maxwellovy rovnice, vinové rovnice a vyjadieni vektorti pole pomoci skalarniho
a vektorového potencidlu v komplexni symbolice pro harmonicky casové proménné
pole maji tvar



V XE = iwB VxH = —iwD+J

(15)
V-D=p V-B=0,
AA+ KA =, Ap+Eo=-L k2 =uue (16)
g
V-A—iwpucp =0 (17)
B=VxA, E=-Vé-+ivA. (18)

Ponévadz casové harmonické pole nemiize obsahovat casové nezavislou
elektrostatickou slozku, Lorentzova kalibra¢ni podminka (17) jednoznacné urcuje
skalarni  potencidl pomoci vektorového potencialu. Casové harmonické
elektromagnetické pole je tedy uréeno pouze tiemi nezavislymi skalarnimi funkcemi.

Elektromagnetické pole v prostiedi beze zdrojii

Teorie vlnovodu, jiz se prevazné budeme v dalSich ¢astech zabyvat, pojednava o sireni
elektromagnetického zareni v prostiedich beze zdroju s riznymi okrajovymi
podminkami. V prostiedi beze zdroji je J =0, p =0 a Maxwellovy rovnice se

redukuji na homogenni soustavu
VXE =iwuH, VxH = —iweE
V-H=0 V-E=0
Helmholtzovy vlnové rovnice (16) ptejdou v homogenni rovnice s nulovou pravou

stranou. V homogennim prostiedi beze zdrojii je mozno bez jmy na obecnosti volit
feSeni rovnice pro skaldrni potencial ve tvaru¢ = 0 ; z Lorentzovy kalibra¢ni podminky

19)

(17) pak vyplyva pro vektorovy potencial podminkaV - A = 0. Ta vzajemné svazuje
slozky vektorového potencialu, takze v prostrredi beze zdroju staci k uplnému popisu
elektromagnetického pole s harmonickou casovou zavislosti pouze dvé nezavislé

(skalarni) funkce.
Predpokladejme nyni, Ze materidlové parametry ¢, u nezaviseji na prostorovych

soutadnicich (uvazujeme homogenni prostiedi). PonévadzV - A = 0, mlizeme zavést
novou vektorovou potencialni funkci, tzv. magneticky Hertzuv vektor IT, vztahem

A=V xII, (20)

Pro A plati homogenni Helmholtzova rovnice AA + k*A = 0. Dosazenim (20) a

upravou

A(VXxA)=VV-(VXxA)—VxVx(VxA)=-Vx|VV-A—-AA|=VxAA
0 0
ziskame rovniciV x (AHh + kzﬂh) = 0. PonévadZ v prostiedi beze zdroju je E i H

nezridlové (viz druhé dvé rovnice (19)), mizeme volit pro 77, rovnici
AIT, + kT, = 0. 1)

Pro vektory pole plati podle vztahti (18) a (20)



E=iwpVxI, H=VxVxI, (22)

Nazev potencialu 77, vyplyva ze skutecnosti, Ze pro elektromagnetické pole v prostredi

s nenulovou magnetizaci — hustotou magnetickych dipélovych momenti M — v némz
plati rovnice B = i, (H 4+ M), je mozno odvodit rovnici pro Hertziv vektor ve tvaru

Ponévadz v elektromagnetickém poli v prostiedi beze zdroju plati mezi vektory
pole dualni vztahE — H, H — —-E, ¢ — pu, p — ¢, miZeme analogicky zavést

rovné€z elektricky Hertziiv vektor I, vztahem

H = —iweVXIL; (23)

z druhé Maxwellovy rovnice (19) vyplyvaE = (1/ —iwe) VxH, atedy
E=VxVXxIL. (24)

PonévadzVxVxH=VV-H—-AH = —iweV xE = w’euH = k’H, spliiuje H
0

homogenni Helmholtzovu rovnici; pokud & je nezavislé na soufadnicich, plati podle
(23) také

AIT +K*IT, = 0. (25)

Analogicky jako pro magneticky Hertziiv vektor lze i1 pro elektricky Hertziv
vektor v prostiedi s polarizaci (hustotou elektrického dipélového momentu) P odvodit
rovnici

AT + KT, = —(P/ao).

Uved’'me souhrnné vztahy pro potencialy a vektory pole s harmonickou ¢asovou
zavislosti:

Skalarni a vektorovy potencial

B=VxA E=iwA-Vo¢ (26)
Rovnice pro skalarni a vektorovy potencial

AA+KA =, Ap+ko=-L K2 =wpue 27)
g

Lorentzova kalibracni podminka
V-A—iwpcp =0 (28)

Prostredi beze zdrojii: ¢ =0, V-A = 0.
Magneticky Hertzuv vektor I, :

H=VxVxIl,, E=iwuVxI,  AIl +kI, =0 (29)

Elektricky Hertzitv vektor IT, :



E=VxVxI, H=—iweVxI, AI+kI=0 (30)

Okrajové podminky na rozhrani prostiedi

Zatim jsme se zabyvali prostorov€é homogennim prostiedim, v némz materidlové
parametry & a u nezavisely na prostorovych soufadnicich:Ve =0, Vu=0. V

mnohych ptipadech se vsak prostiedi sklada z nékolika homogennich oblasti s riznymi
materidlovymi parametry. V dalSich ¢astech se budeme zabyvat pouze nemagnetickymi
materialy, v nichzu = p,, pfiCemz rizné materidly se li$i permitivitou. Ponévadz
vlastnosti takového prostiedi se neméni spojité, nelze pro rozhrani pouzit diferencialni

Maxwellovy rovnice pfimo.
Ukazeme nejprve, ze na rozhrani prostiedi s
n’A permitivitami €; a &, musi byt spojité te€né slozky intenzity
& __ | _E>  elektrického pole. Ved'me uzavienou kiivku C tak, jak je

[ l— naznaceno na obrazku. Plati

6 C T E, SEE.dlszvXE.dsszfB-ds.
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Budeme-li nyni zmensovat plochu S uzavienou kiivkou C tak, ze zkracujeme tiseky

ve sméru normaly n’, bude se integral na pravé strané blizit nule, nebot’ B ma kone¢nou
velikost. Integral na levé strané piejde V(E“ — Em)-l — 0, kde / je délka useku
ktivky C podél rozhrani a E, |, E, , jsou slozky intenzity elektrického pole ve sméru

l. Ponévadz kiivku C muzeme libovolné orientovat vii¢i rozhrani, mtizeme podminku
pro E na rozhrani zapsat v obecném tvaru

n’ x(E, - E,)=0. (31)

Pro nevodivé prostiedi beze zdroji mizeme zcela analogicky odvodit podminku pro
te¢né slozky intenzity magnetického pole na rozhrani:

n’x(H,-H,)=0. (32)
Intenzity elektrického i magnetického pole na rozhrani prostredi beze zdroju jsou
spojité.
Pokud je jedno z prostiedi dokonale vodivé, musime postup modifikovat. V
prostiedi s vodivosti o platiJ = o E = 0. Integral pfes uzavienou kiivku nyni da

H-dl=[[VxH-dS= [[J-dS. (33)
fuffens- |

Pokudo — oo, je pole uvniti dokonale vodivého prostfedi nulové, jinak by totiz
hustota proudu J rostla nade vSechny meze. Uvniti dokonale vodivého prosttedi je tedy
E =0,H = 0. Na rozhrani dokonale vodivého a nevodivého prostiedi maze téci v

nekonecné tenké vrstvé konecny proud; v tomto ptipadé je vyhodné zavést plosnou
hustotu proudu K(A/m) oznalujici proud na jednotku ,,8itky* rozhrani. Ze vztahu (33)

pak vyplyva podminka pro te¢nou slozku magnetického pole v nevodivém prostiedi (
€,) tésné ,,nad” rozhranim



n’xH, =K. (34)

Velikost plosné proudové hustoty je tedy rovna tecné slozce intenzity magnetického pole
vné vodivého prostiedi.

Pro odvozeni podminek spojitosti vektori

Ano elektrické a magnetické indukce na rozhrani

dielektrickych  prostiedi vytvofime na rozhrani

s uzavienou plochu § ve tvaru vélecku podle
F 1 vedlejSiho obrazku. Pak mizeme psat

N g?é‘ Dds= [ { [v-Ddv=[ [ [ rdv=aq.

€l kde Q je celkovy ndboj uzavieny v plose S.
Budeme-li zmenSovat vySku valecku k nule,
muzeme rovnici piepsat do tvaru

n’ (D, -D,)=r, (35)

kde 7 je plosnad hustota ndboje(C/rn2 ) . Pro nevodivé prostiedi bez naboju plati tedy

n’ (&,E, —¢E)=0 (36)
Pokud je prostiedi 1 dokonale vodive, je D; = 0 a podminka (35) se zjednodusi na
n’.D,=r. (37)
Podobnym zpisobem odvodime pro magnetické pole analogickou podminku
n’ (B, -B,)=0; (38)

Normaloveé slozky elektrické i magneticke indukce na rozhrani nevodivych prostredi
Jsou tedy spojite.

V nemagnetickém prostredi ( = Mo) muzeme podminku (38) ptepsat do tvaru
n’ (H, - H,)=0. 39)
Pokud je prostfedi 1 dokonale vodivé, je H; = 0, a podminka na rozhrani se zjednodusi:
n’ -B, =0, resp. n’ -H, =0. (40)

Podminky spojitosti na rozhrani nevodivych i vodivych prostfedi budeme v dalSich
¢astech Casto vyuzivat.



