1. Kovové vinovody

Pro vedeni elektromagnetického zatfeni ve frekvencni oblasti fadu jednotek a desitek GHz
se vyuzivaji kovové vinovody. Jsou v zisad¢ tvofeny dutym valcem s kovovymi sténami.
Budeme nejprve predpokladat, ze stény vinovodu jsou dokonale vodivé. Tato aproximace
umozinuje rozvinout relativné jednoduchou a pfitom velmi obecnou teorii kovovych vinovodu.
Pozdéji ukazeme relativné jednoduchy zptisob, jak vzit v ivahu vliv kone¢né vodivosti na ztraty
vlnovodu a dutinovych rezonatori.

Drive nez se budeme systematicky vénovat teorii valcovych vinovodi, ukazeme si princip
Sifeni elektromagnetickych vln na nejjednodussim ptipadé — vedeni mezi dvéma dokonale
vodivymi deskami.

1.1. Vedeni elektromagnetickych vin dvéma paralelnimi kovovymi deskami
M¢jme dvé rovnob&zné dokonale vodivé desky; jejich vzdalenost oznacime d, viz Obr. 1.
‘A
dt

Obr. 1. Deskovy vinovod
Predpokladejme, Ze elektromagnetické zafeni se §ifi ve sméru podélné soutadnice = v roviné
(x,2). Zfejmé& ani vinovodna struktura, ani rozloZeni pole nezavisi na soufadnici y kolmé

k roviné nékresny. Proto miizeme v Maxwellovych rovnicich popisujicich Sifeni viny polozit
vSechny derivace podle y rovny nule, 9 / dy = 0. Ponévadz desky jsou dokonale (elektricky)

vodivé, musi byt na jejich povrchu te¢né slozky intenzity elektrického pole rovny nule:

E(z=02) =0 E(x=02)=0,

Ey(x:d,z)zo, Ez(x:d,z):0. 1)
Maxwellovy rovnice pro homogenni prostedi beze zdroji maji obecny tvar
VXE =iwpH, VxH=—iwecE. (2)
Z téchto rovnic snadno odvodime vlnovou rovnici
VxVxE—kE =0, (3)
kde k* = wz,uogo.
S uvazenim vektorové identity V x V x E = VV - E — AE ziskame
AE - VV-E +kE =0, 4)

a ponévadz v prostiedi bez volnych nabojl je



V:D=¢eV-E=0, (5)
ptejde rovnice (4) na Helmholtzovu rovnici

AE + k’E = 0. (6)

Struktura vlnovodu na Obr. 1 nezavisi na soufadnici y . V dal§im se budeme zajimat pouze o

Sifeni vin ve sméru osy 2z, a muzeme tedy predpokladat, ze rozlozeni pole nezavisi na
soutadnici ¥ :

= 0. (7N

Rovnice (6) se tak zjednodusi na dvojrozmérnou,

O’E | O°E
— +—+kE=0. (8)
ox*  07*
Z invariantnosti struktury vlnovodu vi¢i translaci ve sméru z vyplyva separovatelnost
proménné z, a tedy i proménné x . Budeme tedy hledat feSeni rovnice (8) ve tvaru

E(z,2) = f(2)e(z). ©)

Dosazenim do (8) a vydélenim funkci f(z) ziskdme rovnici

d*e(z) 1 0%f(2)
— + CRE e(z) + k*e(z) = 0. (10)

V této rovnice jsou prvni a tieti ¢len funkcemi pouze proménné x , zatimco druhy ¢len obecné
zavisi na obou proménnych z a z . Proto musi byt vyraz formaln¢ zavisly na proménné z roven

konstant&; ozna¢ime ji —3?. Pak plati

1 (92f(z) 5 (92f(z) 5
S =035, —=4+ = 0. 11
) 922 g Py B7f(2) (11)
Tato rovnice ma dvé nezavisla fe$eni
flz) = exp(izﬂz); (12)

pro dalsi tivahy si pro jednoduchost vybereme feSeni s kladnym znaménkem, ale stejn¢ dobie
bychom mohli pouZit i druhé feSeni, pfipadné 1 jejich linedrni kombinaci. O fyzikalnim smyslu
téchto feseni podiskutujeme pozdé&ji.

Z rovnice (10) pak pro vektorové pole e(x) ziskame rovnici

de(z) 2 2
+ (k% — B |e(z) = 0. (13)
dl‘z ( )
Obecné feseni této rovnice ma ziejme tvar
e(z) = Acos(k,7) + Bsin(k z), kde k, = Jk* — % (14)

Ke specifikaci feSeni této rovnice potfebujeme znat okrajové podminky. Podle Obr. 1 musi byt
tecné slozky intenzity elektrického pole e(z) rovny nule pro x = 0az = d. Od tohoto

okamziku musime rozliSovat dva piipady. Vlivem podminky (7) se totiz Maxwellovy rovnice



pro slozky vektort E a H (V x E = iwpH, V x H= — iweE) rozpadaji na dvé trojice
vzajemné& nezavislych rovnic:

oE, OH,
Y = ZW,L[/HT? . = ngE,I,,
0B, OH, _ . & (15)
— 2 — 9w , = —wwe 2
oz H Oz
‘ OH, OH, _ 0E, 0k,
—welb = - ; wptt, = - :
Y 0z oz Y0z O
S uvazenim (9) a (12) dostaneme
—iBe,(z) = iwph,(z), iBh,(7) = iwee, (),
de, _ . dh, (16)
= jwuh., — = —jwee,,
dr ke dz ‘
, , dh, . . de,
_ngey = Zﬁh{[ — y Z(.U,U/hy = Z/Bel, — dm .

dx

Prvni trojice ma jedinou slozku vektoru intenzity elektrickeho pole e, (x) adveé slozky vektoru

intenzity magnetického pole, A a h, . Ponévadz se vlna §iii ve sméru z, nazveme vinu tohoto

typu vlnou transverzalné elektrickou, TE. Druha trojice mé jedinou slozku vektoru intenzity
magnetického pole 5, (z) advé slozky vektoru intenzity elektrického pole, e, a e, . VInu tohoto

typu nazveme tedy vlnou transverzdalné magnetickou, TM.
Vénujme se na chvili vinam TE. Jelikoz e, je sloZka te¢na k vodivym deskam, musi pro

toto pole platit okrajové podminky
ey(O) =0, ey(d) = 0. (17)

Reseni rovnice (13) tak musime zvolit ve tvaru

e,(z) = Bsin(k,z), k, = %, m=12,.... (18)

Jednotliva feSeni pro rizna m nazyvame vlnovodnymi vidy (mody). Ze vztahu (14) vyplyva, Ze
konstanta Sifeni m-tého vidu je

2
B = 4[F —[—] (19)

Jelikoz m mlZe nabyvat libovolné velkych celociselnych hodnot, je zfejmé, Ze pouze konecny
pocet konstant Sifeni je redlnych, vSechny ostatni jsou imaginarni. Takové vidy se nazyvaji

evanescentni, ve sméru , §ifeni exponencialné klesaji: e’ prejde v ef‘ﬂ ‘Z
Pro polarizaci TM plati jina okrajova podminka, totiz
E (0)=E (d) = 0. (20)
Pak ziejm¢ musi platit
e,(x) = Bsin(k,z), k, = %, m=12,... Q1)



Z pravé Casti rovnic (16) pak dostaneme

h,(z) = —iwer sin(k, z)dr = —Z']Zu—chos(ka),

. = (22)
e (z) = ﬁhy(a:) = ﬁBcos(kL ).
N we k|

V tomto ptipadé muize rad vidu m nabyt i nulové hodnoty, ponévadz to nezptisobi vynulovani
celého pole: nenulové zistane e, i h,, ale budou napfti¢ vinovodu konstantni. Pro m = 0 je
ale také k|, = m7r/ d = 0, atedy 8 = k. Ponévadz v tomto piipad¢ je nulova i podélna

slozka elektrického pole, nazyvame tento specidlni vid TMo také videm TEM.
Jinak maji vidy TM polarizace podobné vlastnosti jako vidy TE: pouze konecny pocet vida
TM se muze §irit (tj. ma redlnou konstantu Sifeni (), ostatni vidy jsou evanescentni.

1.2. Valcovy vinovod s dokonale vodivymi sténami
Vélcovy vlinovod s dokonale vodivymi sténami je schematicky znazornén na Obr. 2.

2%
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Obr. 2: Vélcovy vinovod s dokonale vodivymi sténami.
Zékladna valce miize mit velmi obecny tvar. Zavedeme ortogonalni soustavu soufadnic
(w,u,,2) tak, Ze v roving kolmé na osu valce z tvofi (u;,u,) obecné kiivocarou ortogonalni
souradnicovou soustavu. Budeme se zabyvat Sifenim elektromagnetického zaieni ve vinovodu
zaplnéném homogennim dielektrikem s permitivitou & a permeabilitou pn = . Ponévadz se

zajimame o Sifeni ¢asoveé harmonické elektromagnetické viny v prostiedi beze zdroju, staci k
jejimu uplnému popisu dvé skalarni funkce. Ukazalo se, Ze bez Gjmy na obecnosti lze uplné
vektorové pole Sifici se vlnovodem vyjadfit jako superpozici vin popsanych elektrickym a
magnetickym Hertzovym vektorem, pficemz kazdy z nich ma pouze jedinou slozku ve sméru
osy vilnovodu:

I =112, I =117". (23)

Ukézeme navic, ze pole popsané pomoci kazdého z téchto vektorti samostatné mize splnit
okrajové podminky, a mize se tedy ve vlnovodu S$ifit. PopiSeme nejprve viny odvozené z
magnetického Hertzova vektoru 77, .

Viny odvozené z magnetického Hertzova vektoru — TE viny

Pro slozky pole odvozené z magnetického Hertzova vektoru plati vyrazy

H=VxVxTIz, E=iwuVxILz’, Al +kI] =0 (24)



Ponévadz vinovodna struktura je invariantni vici posunuti podél souadnicové osy z, miizeme
skalarni Helmholtzovu rovnici fesit separaci podélné soutadnice z. Vyjadiime Hertzlv vektor
jako soucin funkce pfi¢nych soufadnic a podélné soutradnice

11, = 1y (uy,uy) f(2) 5 (25)
dosadime tento vyraz do Helmholtzovy rovnice a vydélime rovnici soucinem, f . Dostaneme
2
1 1 9°f(2)
— A () + +k =0 (26)
wh, f aZZ

kde A, = 9? / auf +8? / 8u§. PonévadZz prvni ¢len v rovnici je funkci pouze pii¢nych

soufadnic u;,u, a druhy ¢len zavisi pouze na podélné soufadnici z, mize byt rovnice (26)
splnéna pro vSechna v, u,,z pouze tehdy, jsou-li tyto cleny konstantni. Oznac¢ime-li druhy ¢len

konstantou —3” a soudet druhého a tretiho &lenu symbolem ki, ziskame rovnice

0*f(2)
02*

= —B*f(2), A, +kv, =0, 5=k —k. (27)

Prva z nich ma ziejmé partikularni feSeni

+ifz

fe)=e """, (28)
takze Hertziv vektor mizeme vyjadtit jako funkci
+vz
11, (w,up,2) = € ! Py (g, uy) - (29)
Druha z rovnic (27) je dvojrozmérnou Helmholtzovou rovnici pro pfi¢né soutadnice (v, u,)
.Podle vztahu (24) plati pro intenzitu magnetického pole vyraz

H=VxVxII =VV-II, - All, = VV - IT, + k*IT, (30)

Ponévadz 17, = IYhZZO ma jen jednu slozku, a to ve sméru osy z, je V - [T, = iz’ﬁwheiwz . Pak

plati

+ifz +iBz

VV-IT, = iwai — B, e 2°,a(30) mizeme vyjadtit jako
) z

+iBz .
e 7 ):ﬂ:zﬁvliﬂhe

+ifBz +iBz
Z .

H=1vipV ¢, +kite

Pro intenzitu elektrického pole E plati podle (24)

E = iwopV xIT, = iwpV x (zph eiwzzo) = iwuV(wh eﬂﬁz) xz’ = wpV | (1/1h eﬂﬁz) x z°
Vektory elektromagnetického pole odvozené z Hertzova magnetického vektoru maji tedy tvar
iwz, E= z'w,uVl@bh X Zoeiiﬁz

H-— (izﬂVﬂﬁh n ki@/}hzo)e 31)



1 awh 0 1 awh 0 0 0

Pondvadz V9, = - oW o A xz° = —ud, ud xz° = u?, mizeme psat
E =iwu i% 0_la¢h 0 eiiﬁz
h2 6u2 ! hl 8% 2 ’
(32)
1O o L | 12 of s
H = |Eif|———u +-———u, |+ k]2
h, Ou, h, Ou,

Ponévadz vektor intenzity elektrického pole ma podle tohoto vyrazu pouze pricné slozky pole,
pouziva se pro vinu tohoto typu oznaceni transverzalné elektricka (TE) vina, ptipadné vina TE
polarizace. NEkdy se tézZ strucnéji oznacuje jako vina H.

Mezi piténymi slozkami poli B, = B = —iwpz’ xV ¢ e, H, = +iBV o, e

plati zfejm¢ vztah

E, =E=+72"xH,, (33)
kde
w,u WAl o€ k
Zh — - _ __NTO00 Ho = __OZO (34)
' 5 5 € g

je vinova impedance TE vin ve vinovodu; ptitom Z, = [u, /€0 je vlnova impedance volného

prostoru a ky, = w./{ye, = wye je vlnoveé ¢islo (veliost vektoru Sifeni) ve volném prostoru.

Viny odvozené z elektrického Hertzova vektoru — TM viny

Z elektrického Hertzova vektoru jsme pro vektory elektromagnetického pole odvodili
vyrazy

E=VxVxIL, H = —iweV xII,.

Ponévadz elektricky Hertzliv vektor spliiuje touz Helmholtzovu rovnici jako /7, , mizeme psat

1T =, (u,u,) ez’ A g, + k14, =0,k +5° = k7. (35)

RovnéZ nyni platiVV . IT = iiﬁ%(zﬁe eﬂﬁz) +ipV ), e — 3 Ve i z’, a pro
vektory pole pak ziskame analogicky k (31)

= (89 v, + k02" e, H = —iweV o) x2% ", (36)

neboli, explicitné vyjadieno,



1 8¢e 1 awe i3z 1Bz
E =|+if|— u?+— eiﬁug +ki¢z0 eiﬁ,
1 O h, Ou, ‘
(37)
o oY iz
H= —jwe i ‘u’ — ! . i

hoow U b ou 2
p OUy 1 9y

Jak je vidét z tohoto vyrazu, vektor intenzity magnetického pole ma nyni pouze piicné slozky;
takova vlna se proto nazyva transverzalné magneticka (TM), n€kdy téz E vina.
Z vyrazu (36) lze snadno odvodit mezi pficnymi slozkami vektorti pole vztah

0
HL:H::I:Yez XEJ_, (38)
kde
we k:oa,
. :—:—’YO. (39)
B B

je vlnova admitance TM (H) vln, a Y, = /¢, /Ho je vlnova admitance volného prostoru.

1.3. Reseni vinové rovnice pro Y, ai, . ViInovodné médy

TE viny

Nejprve se vénujeme TE (H) vindm. Funkce ), spliiuje pfi¢nou Helmholtzovu rovnici

(27) a vektory pole jsou dany vyrazem (31). Na dokonale vodivych sténach vinovodu musi byt
tecné slozky intenzity elektrického pole nulové, tj. musi byt splnéna okrajova podminka
n’xE =0, kde n° je jednotkovy vektor ve sméru normaly k plasti vinovodu. Ponévadz
n’ xE = —iwun® x (z° x Vi, eiwz) = —iwpz’ (no : Vq/)h)eiwz vzhledem k tomu, Ze

n’.z" =0, a tento vztah musi platit pro viechna z vyplyva z okrajové podminky vztah

n’ .V ¢, = 0. Soutin gradientu funkce v, a jednotkového vektoru ve sméru normaly udava
derivaci funkce 1)), ve sméru normadly; okrajovou podminku tak miZeme zapsat v kompaktnim
tvaru

oYy,
i 0 (40)

C

kde C je obvodova kiivka prifezu vlnovodu. Viny TE polarizace jsou tak ureny feSenim
rovnice

Ay, + ki, =0 (41)

s okrajovou podminkou (40). To je klasicky dvojrozmérny Neumannitv problém pro uréeni
vlastnich ¢isel ki a vlastnich funkci v, linearniho diferencialniho operatoru—A | .

TM viny

Elektromagnetické pole polarizace TM (E) je podle (36) ur€eno funkci, , ktera spliiuje
homogenni Helmholtzovu rovnici (35), ;.



A, + kg, = 0. (42)

Ponévadz E = kiweeiw “ predstavuje na plasti vinovodu te¢nou slozku, musi byt ziejmé

splnéna okrajova podminka

Vel = 0. (43)

Pro zbyvajici te¢nou slozku intenzity elektrického pole +yn° x V Y, e ziejmé plati
n’xV, ¢, =n’x [(81&6/87)10 + (81&6/871)1&0} =z 8%/377

kde 1° je jednotkovy vektor ve sméru te¢ny k obvodové kiivee plagté C' . Pon&vadz podle (43)
je 1, na plasti identicky nulové, musi byt i(dv, / 87)‘ , =0, atedy i druhd te¢nd slozka

intenzity elektrického pole je na plasti vinovodu nulova.
Viny TM polarizace jsou tedy urceny feSenim Helmholtzovy rovnice (42) s okrajovou

podminkou (43). To je klasicka Dirichletova uloha pro uréeni vlastnich hodnot ki a vlastnich
funkci ¢, linedrniho diferencialniho operatoru—A | .

TE a TM mody kovového vinovodu

Helmholtzovu rovnici (41) resp. (42) miizeme piepsat do tvaru rovnice pro vlastni funkce
a vlastni hodnoty linearniho diferencialniho operatoru druhého fadu—A | :

—Ap, =k 4, a=he (44)

s Neumannovou (pro « = h, tj. TE polarizaci) nebo Dirichletovou (a =-e, tedy TM
polarizaci) okrajovou podminkou. Z teorie samoadjungovanych linedrnich operatorti je znamo,
ze rovnice (44) s okrajovymi podminkami (40) resp. (43) ma nekonecné mnoho diskrétnich

vlastnich hodnot ki ;» ktere jsou kladné a tvoii rostouci posloupnost
0<ki, <kla,<..<kl,;< .., «a=he,resp.TE, TM. (45)

v 1z ’ v 7 2 v w7 r ’ ’ / v o
Kazdému vlastnimu &islu k7, ; pfislusi (realnd) vlastni funkce), ;(u;,u,), kterd spliuje

okrajovou podminku (40) resp. (43).
Kazdému teseni Helmholtzovy rovnice (41) resp. (44) odpovida tedy elektromagneticka
vlna polarizace TE resp. TM, jejiz pficné rozlozeni pole je (az na multiplikativni konstantu)

urceno vztahy (31) resp. (36) a podélna zavislost je ur¢ena faktorem ¢*%*  Konstanta 0 jepodle
posledni z rovnic (27) ur€ena pfi¢nou konstantou Sifeni £, ; a vinovym ¢islem £:

By = K-k . (46)

Je ziejmé, ze pokud je splnéna podminka

ko ;i< k2, (47)



je konstanta By redlnd a vina se $iri podél osy vinovodu bez utlumu s faktorem exp(zﬂ;1 z), kde

37 je konstanta Sifeni moédu. Takové ving se tika vedeny mod (vid) vinovodu; chceme-li

zduraznit skute¢nost, ze se $ifi (teoreticky) bez Gtlumu, nazyvame ji Sirivy mod (vid). Ze vztahu
(45) vyplyva, ze Sifivych méda ve vinovodu mulze existovat pouze komecny pocet; pro
dostate¢né velké j je podminka (47) vzdy piekroCena a vSechny vyss$i mody jsou ve sméru Sifeni

viny tlumeny faktoremexp(—‘ﬁ?“z). Takové mody se nazyvaji tlumené (evanescentni,

nesirivée) moédy. Na rozdil od Sifivych modi miize ve vlnovodu existovat nekonecne (ale
spocetné) mnoho evanescentnich modu.
Je zajimavé si uvédomit, Ze pficna konstanta %, , ; je jako vlastni hodnota Helmholtzovy

rovnice (44) uréena pouze geometrii vinovodu, tj. tvarem a rozméry jeho priufezu, nikoli
frekvenci (vinovou délkou) elektromagnetického zareni, které se ve vinovodu §iii. Naproti tomu
vlnové ¢islo k£ na vinové délce (resp. frekvenci) zavisi. Pokud frekvence elektromagnetické viny
vzrista, roste vinové Cislo k = w./ue a podle (47) vzristé 1 pocet Sitivych modi ve vinovodu.

Je vyhodné zavést misto pri¢né konstanty Siteni &, , ; veli¢inu A\ ; vztahem
«Q
kl(x,j — 271-/)\(/,7] (48)
Ponévadzk = 27 /X, ma ziejmé veli¢ina \_; fyzikalni vyznam mezni (kritické) vinové délky

modu («, 7). Jinymi slovy, pokud je vinova délka \ elektromagnetického zdreni mensi nez )\gj,

mod («, j) se ve vinovodu siri, pokud je vétsi, je mod tlumeny. V technické praxi se misto

symboli («, j) pouziva oznaCeni TE,, resp. TM ; a pro mezni (kritickou) vinovou délku j-t¢ho

modu symboli )\g f resp. A\ ;M .

Sifeni modu (a,j) podél vinovodu je popsano fizovym faktoremex [ ﬁ z —wt) }
it

Roviny konstantni faze médu jsou ur€ené vztahem [}z —wt = const a $ifi se fazovou

rychlosti modu
vi =dz/dt=w/B]. (49)

Vzdalenost dvou rovin lisicich se ve stejny ¢asovy okamzik ve fazi o 2w urcuje vinovou
délku N, ; modu ve vinovodu; ziejmé plati 37 - \'; = 2, neboli

Agj =2/ B (50)

Vztah (46) miizeme pak ptepsat do tvaru

X = /N~ 2nfxe.

odkud snadnou tpravou ziskame

2\ = . (51




Vinova délka vedeného modu kovového vinovodu je vétsi nez vinova délka zareni v
neohraniceném prostiedi. Pro A\ — \.' ; roste vinova delka médu ve vinovodu nade vSechny

meze.
Vyraz (49) pro fazovou rychlost Sifeni médu ve vinovodu snadno upravime do tvaru

(63
a W 21 g,j c

vV, = ———=C¢———= . (52)
e A 27 \/1_<)\/)\§j>2

Fazova rychlost sireni vedeného modu v kovovéem vinovodu je tedy vzdy vetsi nez rychlost
svétla v neohraniceneém prostiedi. Pro A\ — )\, roste fazova rychlost modu nade vechny

meze.
Jak ukazeme pozd¢ji v kapitole o disperzi vlaknovych vinovodu, energie se ve vinovodu

-1
$iti grupovou rychlostz’vjj = dw/ dﬁ? = (dﬂjc,“ / dw) . PonévadZw = 2mc /A, derivaci podle

w muzeme nahradit derivaci podle A podle vztahu dw= — (27?0 / )\2) d\ . Ziskdme

dﬁf‘ A\ d

dw 2mwe d

vy = el= (YA ) (53)

pro grupovou rychlost Sifeni modu. Odtud je ziejmé, ze rychlost sireni energie ve vinovodu je
vzdy mensi nez rychlost sireni svétla v neohraniceném prostiedi. Porovnanim vztaht (52) a (53)
zjistime, Ze mezi fazovou a grupovou rychlosti §ifeni vinovodného modu plati vztah

27T

T

coz po upravach vede na vyraz

v v =2 (54)
Pro A — )\(‘f ; tedy klesa grupova rychlost Sifeni modu k nule.

Podivejme se nyni podrobnéji na rozlozeni elektromagnetického pole vinovodnych maodu.
Podle (31) a (36) je rozlozeni pole j-tého Sitivého TE mddu dano vyrazy

0 :i:zﬂjTE z

:tiﬁ?Ez .
HTE (i—zﬂTEVL@Dh i (kff)z @D,m-zo)e S E;FE = iwpV Y, ;Xze (55)

a pole j-t¢ho Sifivého TM modu vyrazy
- ATM - ATM
ETY — (:I:zﬁTMVLw + (B2, jzo)eiw«f OH™ — —iweV iy, 2% L (56)

V obou piipadech mize byt funkce ) zvolena jako redlné teseni Helmholtzovy rovnice (44).
Z vyrazl (55) a (56) je pak ziejmé, ze pricné slozky elektrického a magnetického pole téhoz
Siriveho modu jsou soufazové (ryze imaginarni), zatimco podélna slozka je fazove posunuta o
+ 7r/2 vuci pricnym slozkdm (je redlnd). Pro nesitivy méd toto tvrzeni neplati, pricne slozky

jeho elektrického a magnetického pole jsou totiz posunuty o + 7r/ 2.
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Ze vztahu (31) vyplyva, ze elektromagnetické pole modu TEx Sificiho se v kladném resp.
zaporném smeéru osy z je mozno vyjadfit v obecném tvaru

- ATE - ATE
TE+ _ _TE i3,z _ TE ( ) i3, %
E""=e (ul,u2>e =€ (u,u,le ,
ﬁTE ZﬁTEZ iﬁTEZ
HIE+ :hTE (u U )e :hTE (u U )e m 4 g OpTE (u n )e "
m %2 %2 m \ 10 %2 ) (57)
ETE- _ ( ) _ oIF ( ) i,z
m Uy, Uy € =€ \YpUy e g
 § hTE (u U )e " —hTE (u U )e—iﬁ,sz —I—zOhTE (u U )e_ B2
m _ 1’72 - 1072 m 1’72 ’

kde eﬁE (ul,u2), hzlE (ul,uz) jsou pfi¢nd rozlozeni elektrického resp. magnetického pole

daného modu TE. Podobné ze vztahu (36) vyplyva, ze elektromagnetické pole moédu TMm
Siticiho se v kladném resp. zdporném sméru osy z je mozno vyjadtit v obecném tvaru

TM+ i ﬁT}U TM i TM 0 TM - A TM 2
E"" =e. ( )e " (ul,uz)e ity e, (ul,u2>e "o
IﬁTM [TMZ
HTM+ — hTM< )6 hTM <’LL U )6 m
m 2 1Im \71? 72 ’ (58)
M TM TM —igt™ 0 TM —ig™
— m _ m
E = (u ,u2>e (ul,uz)e ze, (ul,u2>e ,
B 13T , —ig™
HIM- — < ) —hTM (u u )e "
m 102 )

kde el (u,u,), W1 (uy,u,) jsou piicna rozlozeni elektrického resp. magnetického pole
daného médu TM.

Zjistili jsme tedy, Zze v kovovém vilnovodu se elektromagnetické zateni $ifi ve formé
vlnovodnych maédu (vidi). Kazdy mdd je charakterizovan svym (pficnym) rozlozenim pole a
svou (fazovou) rychlosti Sifeni. Pii urcité vinové délce zafeni se ve vinovodu muze Sitit pouze
kone¢ny pocet ,,Sifivych® moda, ostatni mody jsou ,,nesifivé™ (jsou velmi rychle exponencialné
tlumeny ve sméru §ifeni). Po¢et moda ve vinovodu je nekonecné velky, ale spocetny. Spektrum
(pticnych) konstant Sifeni modu je diskrétni. Kazdy mdd je mozno piifadit k jednomu ze dvou
typil, k médim polarizace TE nebo TM. Vektor intenzity elektrického pole TE maodu je vzdy
kolmy k ose vinovodu (nema podélnou slozku). Totéz plati pro vektor intenzity magnetického
pole TM mdédu. Fazova rychlost Sifeni 1 vinové délka modu v kovovém vinovodu jsou vétsi nez

v

rychlost Sifeni svétla a vinova délka zéateni ve volném prostoru.

1.4. Ortogonalni viastnosti vinovodnych modu
V této Casti ukdzeme nékteré velmi uZite¢né obecné vlastnosti modi kovovych vinovodd.

Z matematiky je znamo, ze vlastni funkce operatoru —A | pfislusné riznym vlastnim
hodnotam £, ; jsou vzajemné ortogonalni. Plati tedy

[[npnids =0, [[v. 0.8 =0, [[w 048 =0, j=1, (59)
S S S

pokudk, ; = k, ;. V ptipad€ rovnosti vlastnich hodnot £, ; =k, ; miZeme pfisluSn¢ vlastni

funkce ortogonalizovat.
Nejprve ukdzeme, Ze plati
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[[E-EMas <o,
S
kde S oznacuje priifez vinovodu.

(60)

Podle (56) k tomu stac¢i vypocitat f f V. v, ;- V1, ,dS; plispevek podelnych slozek poli je
s

totiZz nulovy v disledku platnosti vztahu (59). Dvojrozmérnou variantu Gaussovy véty miiZzeme

zapsat ve tvaru
8%.1
[V (070 )ds = Gu®u, 0, i = o, —di =0,
on
nebot’ na kiivee C' je %, j nulové. Upravou levé strany dostaneme

f Vv, '(%,jvﬂﬁe,z)ds = ffVﬂﬁe,j -Vﬂ,baldS—|—ff;beJAL 148 =
S S S
- ffvlz'beyj 'Vi¢e,lds _(kf%)z ffwe,j@be,lds = 07

s s

[ —
0

¢imz je dikaz hotov. Analogicky vztah pro TE mody

[[E" -Bl*ds =0
S

podle (55) plati, pokud

I[@OXVL%Jy@OXVﬂ%»dSZO'

S

Soucin pod integralem je mozno upravit takto:

(ZO X Viwh,,j) : (ZO X Vﬁﬂh,z) =z’

Vi, ;% (ZO X Vﬁ?h,z)} =

=22 1 Vit = V W (2 Vit )| = Vit Vit

[
0

(61)

(62)

(63)

Tim jsme ulohu pfevedli na predchozi ptipad. Vztah analogicky s (62) plati zfejmé€ i pro v,

vzhledem k okrajové podmince (9, ; / 8n)‘c = 0. Vztah (63) tedy plati.

Podobné ukazeme, ze plati rovnéz

[[®}" EfMas = o.
S

K tomu je tfeba ukazat, Ze plati

= ff(zo X va,,l,j)-va&ldS —0;
S

12
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podélna slozka vektoru EZTM se pfitom neuplatni, ponévadz je kolma kE?E )
Upravime vyraz pod integralem:

V(a0 X Vi) = (VX3 ) Vit — 2%, VL XV,

[ —
0

= _(Zo X VJ_'lﬁhJ) ViV -

Plati tedy

1= [V (2%, x T JdS = —fn” (2%, % V1, Jar.
S C

Av8ak V 1, ; popisuje podle (56) pficnou slozku elektrického pole TM modu na plasti, které

miize mit nenulovou pouze normalovou slozku. Pak z° x V 1%, ma smér tecny k plasti, takze
n’. (zo XV, z) = 0. Integral / je tedy nulovy a vztah (64) plati.

Podobnym zplisobem je mozno dokazat, ze pro j = [ plati analogické vztahy 1 pro vektory
intenzit magnetického pole:

f f HIP . HI%dS = o, f f HIY . H"dS = o, f f HT? . HMdS = 0. (66)
S S S

Poznamenejme, ze z (55) a (56) bezprostredné vyplyva, ze
E -HI" =0, EM.HM =0. (67)

Vektory intenzit elektrického a magnetického pole téehoz modu TE i TM jsou tedy v kazdém bodé
uvniti vinovodu k sobé navzajem kolmé.

Ortogonalita vektorovych poli vinovodnych modi

Odvodime nyni obecny vztah pro ortogonalitu poli vinovodnych médt v kovovych vinovodech
s dokonale vodivym pléstém. K tomu vyjdeme z Lorentzovy podminky vzdjemnosti (teorému
reciprocity), ktery plati mezi libovolnymi dvéma poli spliiujicimi Maxwellovy rovnice v téze
oblasti (vyplnéné linedrnim reciprokym prostiedim). Méme dvé nezdvisld feSeni
Maxwellovych rovnic popsana vektory E, , H aE , H . Indexy m a n mohou oznacovat
napft. rizné vinovodné vidy. Plati tedy

m? no

VxE, =wpH,,, VXE,6 =iwuH,,

68
VxH, =—iweE, 6 VxH, 6 =—iwekE,. (68)

Ukazeme, Ze plati vztah (Lorentziv teorém reciprocity)
V-(E,xH,—E,xH, )=0. (69)

Uprava vztahu (69) podle vzorce pro divergenci vektorového soucinu da
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V-(E,xH,—-E,xH, )=
= <VXEm)Hn _Em'(vXHn>_<VXEn>'Hm +En (vXHm>
a dosazenim z Maxwellovych rovnic (68) ziskame
wp(H, -H, —H -H )+iwe(E,-E,—E -E )=0.

(Poznamenejme, Ze teorém reciprocity piedstavuje jednu z nejobecnéjSich zékonitosti v
elektromagnetickém poli a ma fadu bezprostiednich disledkli velmi dalezitych v technickych
aplikacich. Tak napt. jednim z jeho dasledki je symetrie impedancni resp. admitan¢ni matice
linedrnich pasivnich a reciprokych elektrickych obvodu, ale i princip zaménnosti chodu
optickych paprskl v optice aj.)

Obr. 3. Usek vlnovodu délky L. Uzaviena plocha uzavirajici objem tiseku vlnovodu je tvofena
usekem plasté a dvéma prifezy vinovodu S1 a S2 v mistech z1 a z2.

Integrujme teorém reciprocity (69) pfes uzavieny objem tvoteny usekem vinovodu délky
L, viz Obr. 3. Tento integral musi byt zfejmé roven nule. Upravime-li podle Gaussovy véty
levou stranu takto ziskané rovnice, ziskame

#(meHn—Eanm)-dS:O, (70)
SO

kde S° je uzaviena plocha uzavirajici Gisek vinovodu mezi soutadnicemi z1 a z2, viz Obr. 3.
Vzhledem k tomu, ze element plochy dS ma v kazdém bod¢ smér normaly k ploSe, na plasti

vlnovodu jedS = n°dS , a tedy

m

(E,,xH, -E,xH,)n’ = (n"xE,)-H, - (n’xE,)-H, =0,

nebot’ te¢né slozky intenzity elektrického pole na dokonale vodivém plasti vinovodu jsou
nulové. Rovnici (70) pak mizeme piepsat do tvaru

[[ (&, xH, &, xH,)-dS~ [[(E, xH, ~E,xH,)-dS =0, (71)
S, S

kde S1 a S2 jsou plochy prifezu vinovodu v mistech z1 a z2 podle Obr. 3. Opa¢na znaménka jsou
dasledkem opacného sméru elementii dS1 a dS2 ploch S1 a S.

Nyni aplikujeme teorém reciprocity na dvojici poli, kterd odpovidaji dvéma riznym
modim kovového vinovodu popsanym vektory E, , H, aE, , H . PonévadZ hodnoty poli v

;v ov o v, o1 . i3z i3z o v
misté prafezi Si a $2 se liSi pouze exponencidlnimi faktory e ™ ae ™ , miZeme vztah (71) s

vyuzitim (57) resp. (58) ptepsat do tvaru
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ei(ﬁ'ﬂz—"—ﬂn)ZZ — €j<ﬁ"’l+ﬂﬂ>zl

[/ (e, xb, —e, xh }-d8=o0, (72)
S

kde S znaci plochu prifezu vinovodu v libovolném misté. Podélné slozky vektort e ani h se ve
smiSeném soudinu typu z° - (e, x h,,) neuplatni; plati totiz

0 0 _ 0 0 _N-
zZ - (ezmz X hn) - (Z X ezmz ) hn - 0 ’

analogické vyrazy plati i pro hwz0 . V rovnici (72) sta¢i tedy zachovat jen pricné slozky poli:

ei(ﬁ7n+6n)z2 _ ei(/87lL+6n)Zl

ff (eJ_m X hJ_n — €. X hJ_m) -dS = 0. (73)
S

Zaménime nyni smér Sifeni modu s indexem n. Tim se zméni konstanta Sifeni 3 na—g .

Z obecnych vyrazi (57) a (58) pro vektory pole vyplyva, ze se rovnéz zméni znaménko vektora
e?,{ a hﬁ, . V obou ptipadech tedy bude platit podle analogie s (73) vztah

i

Pokud jsou konstanty Sifeni 3 , 8 rizné, jsou faktory v hranatych zavorkach vzdy nenulové.

lei(ﬁm_ﬁn)ZZ _ ei(ﬁm_ﬁn)zl

emeth—l—eLnthm)-dS:O. (74)

Musi byt proto rovny nule integraly
ff(eJ_m th_n —€1, Xhim)ds = 07 ff(ej_m th_n te,, Xhim)ds =0.
S S

Jejich soucet (resp. rozdil) da vysledek

ff(emxhﬂ,,)dszo, 75)
S

ktery plati pro libovolnou dvojici modl s riznymi konstantami §ifeni. Lze ukazat, ze pokud
jsou konstanty Sifeni dvou riznych modi shodné (degenerované mody), 1ze vzdy vybrat takova
rozlozeni poli, kterd rovnéz spliuji podminku ortogonality .

Ze vztahl (57) a (58) rovnéz vyplyva, Ze faze vektord e, 1h, jsou v kazdém bodé
pticného prifezu konstantni. Takovy vektor je mozno vyjadfit souinem redlné vektorové
funkce (pfi¢nych soufadnic u1, u2) s obecné komplexni konstantou. Komplexni konstanta se
vSak ve vyrazu pro ortogonalitu neuplatni. Pribéhy pricnych slozek poli mizeme proto
povaZzovat za redlné. Plati proto i vztah

ff(emxhjn)-dszo, (76)
S

kde hvézdicka znac¢i komplexni sdruzeni.

Podobné miizeme zobecnit 1 platnost vztahii (60), (63), (64) a (66) vzhledem k tomu, Ze
pticné resp. podélné slozky poli maji vzdy stejnou fazi v celém prifezu vinovodu. Plati tedy
vztahy
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ffe?E : elTE*dS =0, ffe?M -elTM*dS =0, ffe?E : elTM*dS =0,
S S S

[[0"nf"as =0, [[n" -nf*ds =0, [[n]"-n/"ds =0 7
S S S

Ptredpokladejme, Ze ve vinovodu se $ifi obecna elektromagnetickd vinaE, H. Lze ukazat,
Ze z ortogonality a uplnosti souboru vlastnich funkei 1, 1, vyplyva, Ze soubor vSech modii

vinovodu tvori uplny ortogonalni systéem vektorovych funkci. Vzhledem k tomu, Ze prostredi
vlnovodu je linearni, plati princip linearni superpozice. Libovolné elektromagnetické pole
uvnitf vinovodu je tedy mozno vyjadrit jako linedrni superpozici vinovodnych modu:

‘M
E(u, uy,2) ZC € Ula“2)+zdn(z)e£ (ug,u),
(78)
UI’U’Z? Zcm hSLE u17u2 +Zdn hTM u17u2)

Stredni hodnota energie elektromagnetického pole nahromadénd v iseku vinovodu mezi
soufadnicemi z1 a z2 je
1. |7 ‘ .
W= W, +W, = _Re fff(sEE +uH-H>dez ; (79)
4

vzhledem ke vzahtim ortogonality (77) se tento vyraz zredukuje na jednoduchy soucet

:—Re fff[a cmc;ejn;E ean*—l—dend:eZM M ]dez +

1
+-Re f [/
2z S
(v8imnéne si, ze pro §itivé mody je Im{5} = 0 plati tedy

W =W+ Wy = (W4 W)+ S (WY + W | =W + S (s0)

ds dzt,

mmm

py e c “hlE. hTE* oy dnd;h:M .h:M*

Energie elektromagnetického pole v bezeztratovem vlnovodu je tedy souctem energii
elektromagnetického pole jednotlivych Sirivych modiu.

Podobné pro celkovy tok vykonu piendseny vinovodem mizeme psat

1| .
PZER&f ExH .ds! =

:%Re<ff20m e elF x hTF" . ds+ff2dndne§M hZM*-dsl (81)
S
:EPTE ZPTM

m

Celkovy tok vykonu elektromagnetickeho pole ve vinovodu je roven souctu vykonovych toki
preasenych jdnotlivymi (SiFivymi) mody.
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1.5. Koplanarni vedeni a jejich analyza metodou konformniho zobrazeni

V moderni technické praxi se velmi Casto pro vedeni elektromagnetickych vin o
frekvencich fadu jednotek a desitek GHz vyuZivaji riizné typy mikropaskovych a koplanarnich
vedeni (viz Obr. 4), jejichz rozméry jsou — na rozdil od kovovych vinovodi — podstatné mensi
nez je vlnova délka elektromagnetického zateni, které se v nich §ifi.

»2ivy* vodic uzemnény
,ﬁ vodié [ JZivY* vodig
»~ dielektricka

podlozka ¥ dielektricka
N~ podlozka

uzemneény
vodi¢

Obr. 4. Mikrovinné vedeni mikropaskové (vlevo) a koplanarni (vpravo).

Exaktni elektromagnetickd analyza vétSiny takovych vinovodnych struktur v analytické
form¢ neni vétSinou moznid a je tfeba pouzit numerické feSeni Maxwellovych rovnic.
Nehomogenni rozlozeni permitivity ma totiz za nasledek, Ze vSechny mody (vCetné zakladniho)
jsou hybridni, tj. maji vSechny slozky elektrického i magnetického pole obecné nenulové.
Urc¢itou predstavu o chovani tohoto moédu mizeme ziskat ptibliznou analyzou vychazejici z
ptedpokladu, ze podélné slozky poli E i H mizeme zanedbat. Jako ptiklad uvedeme analyzu
nesymetrického koplanarniho vedeni na Obr. 4 vpravo.

Predpokladejme nejprve, Ze permitivita podlozky i okolniho prostiedi je stejnd a oznacme
jie. Pak zakladnim médem struktury je mod TEMoo jako zvlastni pfipad modi TM s nulovym
meznim kmito¢tem. Jak jsme ukazali diive, jeho rozloZeni pole je mozno vyjadrit vztahy

E=-V V(z,y)exp(ikz), H=Yz"xE, Y =\e/pu, (82)
kde ¥ je potencidlni funkce spliujici Laplaceovu rovnici
AV =0. (83)
Kapacita na jednotku délky vedeni je
ov
C:Vz?%:%iv}fﬂnodl:%i%Ca_ndl’ (84)

kde V, — V] je napéti mezi elektrodami a kiivka C obepina ,,zivy* vodi¢. Konstanta §ifeni je
B=k=w_[ue.

Z teorie vedeni je znamo, Ze je-1i C kapacita na jednotku délky a L indukénost na jednotku
délky vedeni, je konstanta Sifeni (napétové nebo proudové) viny na vedeni rovna
B =k = wJvLC . Srovnanim obou vyrazii pro § ziskame pro induk&nost na jednotku délky a
charakteristickou admitanci vedeni vyrazy

LE oV
L:F: Mav : KZ\E:\/E ! —dl. (85)
1 gy L uvz—vlcan

VZ—Vlfﬁn

Laplaceovu rovnici mizeme v fadé piipadt teSit metodou konformniho zobrazeni.
Pfipomefime struéné jeji princip: kazda funkce komplexni proménnéw = F(z), ktera je
regularni (holomorfni) v urcité oblasti roviny komplexnich &iselz = = + iy, reprezentuje
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zobrazeni z kartézskych soufadnic (z, y) na kiivocaré soufadnice (u, v) v rovinéw = u + iv.
Podminka regularnosti, tj. existence derivace funkce komplexni proménné,
. - F(z+Az)
F'(z)= lim —— (86)
Az—0 A z

vyzaduje, aby derivace nezavisela na sméru, jimz se Az blizi k nule. Srovnanim vyrazi pro
derivaci pro Az=Axz a Az=1iAy dostaneme Cauchyovy-Riemannovy podminky
reguldarnosti

du_dv o du_ v )
dr  dy dv dx
Tyto podminky jsou velmi silné a maji pro funkce w = u(z,y), v = v(z,y) celou fadu
zavaznych dusledkt. Jednim z nich je, Ze soustava kiivocarych soutfadnic (u,v) je ortogonalni,
pfi¢emz Laméovy koeficienty pro obé soutadnice u 1 v jsou stejné. Sméry soufadnicovych os u
a v v bodé¢ (z,y) jsou totiz ziejmé¢ dany vektoryV u, resp.V, v. Z podminek (87)
bezprostfedné plyne

Viu-Vv=0, (88)

tj. ortogonalita soufadnic. Pro Laméovy koeficienty plati vyrazy

h, = \/(5’x/5’u)2 + (5’y/8u)2, h, = \/(8:6/81))2 + (8y/8v)2 . (89)

Z existence derivace funkce F(z) plyne existence inverzni funkcez = F~'(w), kter4 je rovnéz
regularni vSude, kromé boddi F'(z) = 0. Tato komplexni funkce (uréend dvojici realnych funkci
r = x(u, v), y = y(u, v)) musi tedy rovnéz spliovat Cauchyovy-Riemannovy podminky (87),

tj.
de dy dx dy
—=—, —=-— (90)
du dv dv dz
Dosazenim do vyrazu (89) pro Laméovy koeficienty se snadno ptesvéd¢ime, ze h, = h,,.
Funkce u 1 v spliluji v oblasti své regularnosti Laplaceovu rovnici,

coz je rovnéz bezprostiedni disledek Cauchyovych-Riemannovych podminek.

Vrat'me se nyni k nasi uloze najit potencidlni funkci pro dvouvodi¢ové vedeni. Ponévadz
na vodi¢i musi byt potencidl konstantni, je ziejmé, Ze podaii-li se najit takové konformni
zobrazeniu = u(x,y), v = v(z,y), které zobrazi jednu z pravouhlych soufadnic (z,y) na

soutadnicové kiivky tvorici vodi¢ vinovodu, je problém vyfesen. Souradnicova osa u je totiz
dana podminkou v = const. a osa v podminkou u = const. Pak lze ztotoznit potencial V's tou
z funkcei u, resp. v, jejiz soutadnicova ktivka odpovidd vodi¢i vinovodu, a druha z funkci
popisuje siloc¢ary vektoru intenzity elektrického pole, které jsou k ekvipotencidlnim plocham
kolmé.
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Ukazeme, ze vyraz pro kapacitu vedeni na jednotku délky se pti pfechodu ze soutadnicové
soustavy (z,y) do soustavy (u, v) neméni. Energii elektrického pole vedeni mizeme vyjadtit

nasledujicim zptisobem:

8V
VVe:% ff ‘E‘ dxdy——gff 5a % drdy =
:%5 [[|w.v dS——e f [ hagu Zavv h, b, dudy = (92)
1 8V (9V
:551;!% +E dudv,

nebot’ podle (89) jsou oba Laméovy koeficienty stejné¢ velké. Je tedy lhostejné, zda kapacitu
vedeni spocitdme v roviné z nebo w; volime obvykle tu soustavu, kde je vypocet jednodussi.

Analyza koplanarniho vedeni

Obecny postup, jak najit vhodné konformni zobrazeni pro urcity typ vedeni, neexistuje.
Vyjimkou jsou nékteré typy koplanarnich vedeni, pro néz mizeme najit vhodné konformni
zobrazeni pomoci tzv. Schwarzova-Christoffelova integralu

N
w—AfH z—z)) ) “dz+ B, Zsj.zZ. (93)
=

Integral na levé strané¢ vyjadiuje funkci komplexni proménné z, regularni v celé¢ komplexni
roving s vyjimkou bodil z = z; leZicich na realné ose. Konstanty 5 jsou realna cisla, jejichz

soucet musi byt roven 2. Pro derivaci funkce w ziejmé plati

dw N -5,
= AH(z—xj) . (94)

j=1

Ukézeme, ze konformni zobrazeni (93) zobrazuje horni polorovinu y > 0 komplexni

odpovidajicich bodim =z,

roviny z na vnitfek uzavieného polygonu o N vrcholech w, I

J
transformovanym do roviny w, viz Obr. 5.
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X1 X . xy X u
Obr. 5. Konformni zobrazeni Schwarzovym-Christoffelovym integralem.

Pro vSechny body 2=z <z; na realné ose v rovin¢ z je argument komplexniho Cisla

—s , . . v oy . r1. 1
(z — x].) 7 ve vyrazu (94) pro derivaci funkce w(z) ziejmé rovenms,, nebot’ z —x; je redlné

zaporné Cislo, jehoz argument je—7. Pro 2 =2 > z; je z—x; kladné a argument vyrazu

(z — xj)_sj je nulovy. V kazdém vrcholu polygonu se tedy argument derivace dw / dz méni

N
skokem o uhels, . Pozadavek Zs. znamena, ze soucet vSech vnéj$ich thli polygonu v
j
j—1
roviné w je 27 a polygon je tedy uzavieny.
Schwarzliv-Christoffelliv integral (93) aplikujeme na asymetrické koplanarni vedeni podle
Obr. 6. Horni polorovina y > 0 se transformuje na vnitfek obdélniku v roviné w transformaci

konformnim zobrazenim

dz’'
/

w=A[— 1 B; (95)
[\/z (2" =b)(z' —a)(z' +¢)

ponévadz jde o obdélnik, ziejmée k;j =1/2 provSechnaj=1,2,34.

w
y %
z "3 "
ovjon= _ 9 W)
ov/oy=0 6V/6u=0\
V=0 AN =0
—0 O— A -
- X3=—C x1=0 x,=b Xx3=a Wy Wiy

Obr. 6. Asymetrické koplanarni vedeni a jeho obraz.
Z pozadavku, aby w=w, =0 proz ==z, =0, plyne B =0. Ulohu dile zjednodusime

predpokladem, ze zemni elektroda koplanarniho vedeni je polonekone¢nd, c — oo . Pro vSechna
kone¢na 2’ z horni poloroviny miZeme pak ¢len 2’ + ¢ pod odmocninou ve jmenovateli
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vyrazu (95) nahradit konstantou ¢, a provést zaménu v oznaceni multiplikativni konstanty,
A/ Je¢ — A. Konformni zobrazeni je pak dano jednodussim vztahem

A] ¢ (96)
w = .
L2 = b)(Z —a)

Zaménou integracni proménné z’/b =\, dz' = 2bA\d\ ziskame

NED

w:A//

X

. A =24/7a, (97)

o ==

a

Tento integral miizeme vyjadit pomoci inverzni eliptické funkce sn™ (¢, k)

¢ d\
sn (Gk) = [ . k= (98)
b (1= (1—k2\2) a

o Al [ \/% \ﬁ ] (99)
a

1 ) . : . .
Funkce ¢ = an (w, k) je periodicka v proménnych u 1 v s periodou —w4 resp. w, = iv,. Lze

jako

ukdzat, ze dolni polorovina z se transformuje v obdélnik symetricky s obdélnikem
(wy, w,, wy, wy) vuci ose symetrie v. Vzhledem k tomu jsou tedy kiivky v = const.

ekvipotenciani plochy a u = const. jsou siloCary intenzity elektrického pole. Hodnota iv2
odpovidajici v roving z bodu b je podle (98) a Obr. 6 déna vyrazem

kde

K(k) = f o (101)
b A=) (1— k%)

je tzv. Uplny elipticky integral 1. druhu, ktery je tabelovan a existuji pro néj velmi presné
aproximativni formule.

Hodnotu wjy ziskdme podle vztahu (97) vypoctem

A
(1—k*A%)

Vb A\
= A" = iA"K'(k), (102
Z [ JOZ — 11— k22 AR, (102)

g
_ :A//
SRR e

kde

(103)
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je tzv. uplny elipticky integral druhé¢ho druhu.

Obr. 7. Pribeh uplného eliptického integralu prvého a druhého druhu

Graf na obr. Obr. 7 ukazuje prib&h zavislosti uplnych eliptickych integralti prvého 1
druhého druhu na parametru k. Substituci (\')* = (I — k*)\?) / (1—k?) lze ukazat, Ze

K'(k) = f " = KW1-k)=KF&), ¥ =V1-k*.  (104)
o JAI=A)]

— (1= k)A"]

Pak dostaneme s uvazenim vztahu (100)

, Kk
wy —w, = 1A"K(k') = —v . 105
3 2 (%) 27 %) (105)
Kapacita horni poloroviny vedeni v rovin€ w na jednotku délky vedeni je tedy
. l 12
C/:€(w2 w3):€K(k):€K( 1 k), (106)
vy K (k) K (k)
kapacita celého koplanarniho vedeni (v homogennim dielektriku) na jednotku délky je tedy
!/
C:26K(k), k:\/E. (107)
K(k) a
Indukénost na jednotku délky je pak
JLE
Lot p Kb (108)
C 2Kk

a charakteristickd impedance vedeni je tedy

_ [ 1 [EE®)
Z"_\E_ C _2\/;K(k)’ (109)

U

K (k)

Polozime-li napéti na vedeni rovnowv, = U, pak podle (100) plati A” = , a konformni

zobrazeni (96) miizeme psat ve tvaru
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w:uwv_w_ u f\/ . (110)
Z

b) (2 —a)

(Pti¢né) slozky intenzity elektrického pole jsou dany obecnym vyrazem (82):

v o ow
E,=—=—Im{w} = ——Im{—
oz ozx 0z
(111)
ov ou 8w
E,=——=——=—-Rey—
oy ozr 0z
Ponévadz
ow
_a U ! , Z2=2x+1y, (112)

9z 2 K(k) \/zz— (z—a)

ziskame pro rozlozeni intenzity elektrického pole v koplanarnim vedeni explicitni vyrazy

\/_ U 1 \/_ U 1
I Ey($7y)_
\/ZZ— z—a \/ZZ— Z—CL

(113)

E, (z,y) =

Slozky intenzity magnetického pole jsou pak podle vztahu H = Yz x E = e/n 2’ xE
H, = |-E,. (114)

Koplanarni vedeni s délenym dielektrikem

Vyse uvedend analyza nesymetrického koplanarniho vedeni plati pifesné pro vedeni
tvofené dvéma vodici s nekonecné velkou vodivosti, nekone¢né malé tloustky, v homogennim
dielektriku o permitivit¢ ¢ Skute¢né koplanarni vedeni je vSak zpravidla vytvéaifeno na
dielektrické podloZce podle Obr. 4 vpravo kovovymi vrstvami kone¢né tloustky i vodivosti.
Pro takové vedeni nase analyza neplati. Zanedbame kone¢nou tloustku kovu, budeme
ptedpokladat nekonecnou vodivost kovu, ale pokusime se fesit problém rtiznych dielektrickych
materiali nad a pod elektrodami v riznych polorovinach vedeni podle Obr. 8.

&p& b h

- <—

&

Obr. 8. Koplanarni vedeni s délenym dielektrikem

Ozacme relativni permitivitu horniho prostiedi €, a dolniho prostfedi ¢, . Ozn¢ime déle $térbinu
mezi vodi¢i symbolem b a Sitku ,,zivého* vodice h. V kazdé polorovin¢ miizeme pouzit
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. : e [b b s .
konformni zobrazeni odvozené vySe, s parametremk = ,[— = TR Ponévadz rozhrani
a +

pfedstavuje pro elektrické pole rovinu symetrie, v nepokovenych mistech rozhrani je
oV oV

E,=——=0aFE, = ——— jespojité nad 1 pod rozhranim, intenzita elektrického pole ma
Y Jy ’ ozr

nad 1 pod rozhranim identicky prubéh. Celkova kapacita vedeni je tedy rovna souctu kapacit

: , o . 1 : y .
obou polorovin (celkova elektrickd energie W, = EC’U ? je rovna souétu energii v obou

polorovinach pfti identickém potencidlovém rozdilu mezi elektrodami, tj.
C=0C+0C, =¢g+&)——. 115
1 2 oler + &) K (k) (115)

Induk¢nost dvouvodicového vedeni dana vyrazem (108) nezdvisi na permitivité prostiedi a je
tedy stejnd. Srovnanim s kapacitou ‘ekvivalentniho® vedeni s homogennim dielektrikem o
»efektivni permitivité Eeff »
K(k'
C = 2€0€effﬁ’ (116)
()

ziskame pro efektivni permitivitu vyraz
1
Euff :5(51+52). (117)

Konstantu $ifeni zdkladniho moédu ,,kvazi“~-TEM miizeme pak aproximovat vyrazem

B~ wVLC =wfug) [eq (118)
a charakteristickou impedanci vedeni vztahem
1 [ K(k)

Z, ~— .
2\ egeyy K(K)

(119)

RozloZeni intenzity elektrického pole je uréené potencialni funkci v(x,y)a je tedy symetrické
vici rozhrani. Magnetické pole je ur¢eno vyrazy (114). Ponévadz slozka E, je na rozhrani
spojitd a relativni permitivita se v jednotlivych polorovinach lisi, jsou podle tohoto vztahu
normalové slozky intenzity magnetického pole H, (a pro nemagnetické prostiedi tedy i slozky
magneticke indukce B ) riizné. Tento rozpor je dusledkem pouze piiblizné platnosti naSeho

rozboru. V praxi se ukazuje, ze aproximativni feSeni plati s ptijatelnou chybou,pokud rozméry
vedeni (a, b) jsou malé ve srovnani s vinovou délkou zafeni, které se podél vedeni Sifi.
Konstanta Sifeni i1 charakteristickd impedance vedeni se tak stdva zavislou na frekvenci
prenaseného zareni, tj. vedeni je disperzni.

Konformnim zobrazenim zalozeném na inverzni eliptické funkei (99) je mozno stejné
jednoduse fesit nejen nesymetrické, ale i symetrické dvouvodi¢ové a tfivodicové koplanarni
vedeni s polonekonecnymi vnéjSimi elektrodami zndzornéné na Obr. 9.

v v, 4 £ Vi

Obr. 9. Symetrické dvouvodicové a tiivodi¢ové koplandrni vedeni.
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